漸近的自己相似集合のハウスドルフ次元 by 吴 达茹罕 & Wu Daruhan
Hausdorff dimension of asymptotic self-similar
sets
著者 ? ?茹罕
内容記述 この博士論文は内容の要約のみの公開（または一部
非公開）になっています
発行年 2016
その他のタイトル 漸近的自己相似集合のハウスドルフ次元
学位授与大学 筑波大学 (University of Tsukuba)
学位授与年度 2015
報告番号 12102甲第7634号
URL http://hdl.handle.net/2241/00144154
博士論文題名
数理物質科学研究科博士論文り奪約
専攻名 数学専攻
学籍番号 201330087 
学生氏名
学位名
指導教官名
Hausdor在dimensionof asymptotic self-similar sets 
（漸近的自己相似集合のハウスドルフ次元）
自己相似集合や一般化されたカントール集合は？フラクタル幾何では重要な役割を果たして来た．
これらの集合は一般には相似縮小写像によって定義された．先行研究（［2],[1］）でも？柑似縮小写換
によって構成された自己相似集合やカントール集合に対して，ハウスドルフ次元が定められた．し
かし，一般の距離空間において相似写換を作るのは困難でありう特に曲がった空障上には相似写像
はほどんど存在しない．
本論文ではう一般の距離空間においてう漸近的相似写像の概念を導入することにより，曲がった空
間上の漸近的自己紹似集合を考え，そのハウスドルフ次元を定めた．
本論文は全3京からなる．第 1章では，基本的な概念について述べた．第2翠では， doubling条
件を満たす距離空間において，（入，c，ν）”相似写換の概念を導入してう一般化されたカントール集合
（自己相似集合の一般化）を定め，そのハウスドルフ次元を定めた．第3章では， doubling条件を満
たす距離空間においてヲ（入？年九ν）叩相似写像の概念を導入して，漸近的自己相似集合を定め，そのハウ
スドルフ次元を定めた．
距離空間 X が doublingであるとはうある幣数 C>Oが存在して， X 中の任意の閤球がC個の
学窪が半分の間球で覆うことができることをいう．この時，整数 C>Oのことを X の doubling
定数という（［1]).xを距離空間とし， AうBc X とする．定数0＜入＜ 1が与えられた時う全単射
f :X→Xが九相似縮小写像であるとはう任意の2点爪yEXに対して， lf(x),J(y)I ＝入lx,yj
が成り立つ事を言う．この時，入をfの縮小率と言う．ここでう IxぅYIはzとuの距離を表す．
定義 1.（［のある定数 c> 0,0 ＜入＜ 1とOく Uく 1に対してp同相写像 j:A→Bが（入，c,v）ー
1 
相似写像であるとはp任意の x,yεAに対して，
I f（♂） 一入l壬入4i♂，yl 
IBI壬νIAI
が成り立つ時をいう．ここでy IAIはAの直径を表す．この時，BはAに（入ぅCぅν）四相似であると
いう．
Ac X に対して‘ AoはAの内部， AはAの関旬を表す．たを 2以上の整数とする.I=Ikを
I={ i1 ・.,in In三1,1 :;ij三たう l三j三η ｝と定める．またう I=i1 ・・inの depthII Jを
III= li1 ..九I=nで定義し， In= { IE I I II= n ｝とおく
主結果
定義 2.（［可）定数Oくん 7ν ＜1 ( i= 1, 2, .. 'k ）と定数c>Oが与えらてP次を仮定する．
(1) xの有界閉集合ム1ぅ・－，ムkを次の条件を満たすように選ぶ：任意の 1壬tチj:; kに対
して，ムinムj＝札（ムi)O＝ムzである．
(2）任意の l壬 i,jざたに対してう（入j1c，ν）ー 相似写像 fi.i：ム$→ムijcムtが与えられ，
ムijnムij'＝日（ 1 :;jチj＇ざた）である．
(3）任意の I'E In-1と任意の 1壬らざたに対してう I:=I'inとおくときう（入in'Cぅν）ヰ間以写
像fI：ムI＇→ムICムI＇が与えられ， lう，in竹＇j＝自（ 1 :;iチj::;k）である．
この時，｛（ムr,fr)}rEI を（｛ん｝~＝l l c，ν）－asymptotic similarity systemと呼び，集合K を
K=nl UムI) ' 
n=l ¥IεIn I 
と定め，漸近的に一般化されたカントール集合という．また，任意のIεZに対してうムIをKの
basic setという．
定理 1.（［司） do叫ling条件を満たす距離空間X において＇ ( ｛ん｝~＝ l'c，ν）－αsymptotic similα吋ty
systemによって構成された一般化されたカントーjレ集合Kのハウスドルフ次元は dimHK= s 
k 
である．ここで＇ sは2ント1を満たす定数である
t=l 
定理 lはKのbasicset達が交わらない事を仮定している．そのため Sierpinskigasketような
basic set達が接する場合には適用されない．この点を改良するためにう山口先生との共同研究によ
りヲ開集合条件を付加することによりう basicset達が境界で接するような一般化されたカントール
集合を考察した．本論文ではうこれを漸近的自己相似集合と呼ぶことにする．
定義 3.([BJ) UコVをXの有界な関領域で互いに同相であるとする．。＜入＜ 1, 0 ＜ν＜ 1を
定数としyψ ：（O,oo）→（O,oo）を連続関数とする．この時y同相写像f:U→ Vが（入？払ν）同相似
2 
写像であるとは3任意の E点x,yE Uに対して3
/ lf(x) 一入l壬入cp(JUI),Jx,yl 
IVI :; vJUI. 
が成り立つ時をいう．この時， VはUに（入，cp(JUI），ν）同相似で、あるという．
特にう定義 1における（入ぅCぅν）ー 相似写像はう ψ（x)=exに対する（入，ψ？ν）ヰE似写像である．
本論文ではヲ連続関数ψとしてう次の条件を満たすものを考える．
(1）ψ：（O,oo）→［O, oo）が非減少関数であり， limx→＋oψ（x)= Oを満たす．
/>00 
(2）ある定数α＞0と0＜ν＜1に対して， j ψ（α♂） dx < ooである．
例えば，次のような関数が上の条件を満たす．
ψ（y) ＝〆（/3>0）ぅ ψ（y)＝一（logy)-1一品（ η は正の整数である）
定義 4.([8］）定数 Oくん？ ν＜1, ( i = 1，.・けた）と空ではない有界な開集合Vc Xが与えら
れp次を仮定する：
(1）任意の l::;i::;kに対してう（入hψ（IVI),v）叩相似写像 fi: v→ Vic Vが与えられてう
Vin巧＝日（ l::;iヂj壬k）である．
(2）任誌の l三i,j三たに対してう（入ゎψ（IViI)，ν）ー 相似写像 fi.i：民→ i勺ciミが与えられヲ
Vi.1 n V'i.i’＝日（ l::;jチj'::;k）である．
(3）任意の I'E 'Ln.-1と授窓の 1壬九三 kに対して， I:=I'inとおくときう（入ωψ（JI小I),v）ー
梧似写像 fr：竹，→lウcVr，が与えられ， Vr1in lう’.i＝日（ 1 :;4チj三た）である．
この時，｛(l仏fr)}IEIを（｛ん｝f=1,cp,v）山asymptoticsimilarity systemと呼び？集合Kを
??
? ? ? ?
? ??
??
?
???
?
?
?
? ??
と定め？漸近的自己相似集合という．またう任r:J.；の IE Zに対してう lうを Kのbasicsetという．
上で定義される漸近的自己相似集合は，［2],[1］で入f相似縮小写像f包：X→ x( 1三i::;k）か
ら反後関数系として定義された自己相似集合を拡張するものである．
定理 2.([8]) xを do叫ling条件を満たす完舗な距離空間とする． この時＇ ( ｛ん｝ιl,cp,v）ー
αsymptotic similarity systemによって定義された漸近的自己棺似集合Kのハウスドルフ次元と
k 
ボックス杭は dimHK= d町 K = sで与えられる位しp sは乞入ト 1を満たす定数で
i=l 
ある．
3 
定理2では，K のbasicset 竹達が境界で互いに交わり得るのでう定理1で解決できなかった，
Sierpinski gasketのように basicset遼が互いに境界で接するようなう一般化されたカントール集
合の次元を定めることが可能となる．
2の応用として？完備な曲面上の凸領域における一般化された Sierpinskigasketのハウス
ドルフ次元を定めた．
定数 5>0に対してう曲面上の測地三角形ムがふnon-degenerateとはうムのJR2における比較
コあ形ムの各内角＆が条件0<ii＜π－0を満たす時をいう．ここでヲムがムの比較三角形であ
るとは，ムとムの各辺の長さが等しい場合をいう．曲面上の凸領域内のある測地三角形に閤まれた
関領域ムに対してヲ各辺の中点を最短醐地線で結ぶことによってムを四つの小さな三角形に分け
てうその真ん中にある測地三角形を取り除いて得られた三つの小さな測地三角形をうム1ぅム2,t.3と
する．この操作を各ム4に対して帰納的に無限間やっていくとう拠地三角形のシステム｛ムI}rEI3 
を得る．この時う曲面上の一般化された Sierpinskigasket kムは，
Kム~l5, （ν） 
として定義される．
上の様な測地三角形のシステム｛ムl}lεpが non-degenera七eであるとはうある定数 0> 0 
が事在してう任意の IεI3に対してヲムIが 8-non-degenerateであることをいう．この持，ム
をasymptoticallynon-degenerateであるという．例えば，単位球面上の局長が 27r未満の任意
の測地三角形は asymptoticallynorトdegenerateになる． またヲ適当に小さな正測地三角形は
asymptotically norぱ egenerateになる（［8]).
定理 3.（［司）曲語上の凸領域における測地三角形ムが αsyrnptoticallynon-de炉問問teであると
するときフ｛ムlhEI3を上述の通りとする．次が成り立つ．
(1）ある定数i三ν＜1に対してうムに付随した（｛1/2,1/2ぅ1/2｝グ今川－asymptoticsimilarity 
system ｛（ムゎfI)}lEI3が存在する．ここでヲある定数c>Oに対してう cp(x)= cx2である．
(2）ムから定義される Sierpinskigasket kムのハウスドルフ次元とボックス次元はう次で与え
られる：
log3 
diml'.l K八＝ dimR K八＝一一一
μιA ~ ~ log2 
定理2の系として？曲面上の凸領域における測地三角形がasymptoticallynon-degenera加にな
るための必要十分条件を得た．
系 1.([ 8］） 曲面上の凸領域における測地三角形ムが asymptoticallynon-degenerateであるため
の必要十分条件はyある定数j壬ν＜1対してpムに付随した（｛1/2,1/2, 1/2｝，件り“αsyrnptotic
sirnilαrity system ｛ムIぅfI}lEI.3 が春在することである． ここでy ある定数 c> 0に対して F
ψ（x) = cx2である．
4 
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